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Under 1930 talets forsta hélft skapade den tyske logikern Gerhard Gentzen tre besldk-
tade sitt att presentera hiarledningar inom logiska system: naturlig deduktion, sekven-
skalkyl och sekventiell naturlig deduktion. Naturlig deduktion fick sitt namn pé grund
av dess néra anslutning till praktisk slutledningskonst: de primitiva slutledningsstegen
delas in i introduktionssteg, vilka sdger hur en sats av en viss form nds som konklusion,
och eliminationssteg, som sdger vad slags konklusioner kan vinnas frén satser av denna
form. En hirledning paborjas frdn antingen ett axiom eller ett antagande, och vissa
steg later antaganden upphévas. I ett vackert uppsatskapitel visade Gentzen hur hans
grundlidggande slutledningssteg, med dess introduktions- och eliminations-struktur, kan
aterfinnas 1 Euklides bevis for primtalens odndlighet. Naturlig deduktion &r ett odver-
triaffat instrument for att 1 praktiken hitta en hérledning av en 6énskad konklusion frén
givna antaganden. Emellertid 4r de hérledda satserna inte obetingat hivdade: det rdder
ett intrikat samband mellan antaganden och den vunna konklusionen. Darfor foredrog
Gentzen vid det teoretiska studiet av hdrledningar att anvidnda sig av sekvenskalkyl,
dir de bevisade teoremen har formen:

antagandena A ,...,A, har C till foljd.
Ett antagande i naturlig deduktion motsvaras da av ett axiom:
Antagandet A har A till foljd

Han visade dédrefter sin beromda Hauptsatz rorande sa kallade ”snittelimination”
Gentzens Schnitt ér en slutledningsregel som séger:

Givet att antagandena A ,...,A har D till foljd
och att antagandena D, B,,...,.B_ har C till foljd,
sd har antagandena A ,...,A, ,B,,....Bm satsen C till f6ljd.

Salunda kan i en hérledning med snittregeln satser forekomma som inte dr del av kon-
klusionen. I en “snittfri” hdarledning kan detta inte ske och man har maximal kontroll
over bevisforingen. Denna Hauptsatz, enligt vilken varje hirledning kan transformeras
till en snittfri sddan, visade sig vara synnerligen brukbar vid det teoretiska studiet av allt
starkare logiska system. Gentzen sjélv utarbetade en version for aritmetiken, medan for
hogre ordningens logik, med kvantifiering 6ver satser och satsfunktioner, formulerade



den japanske logikern Takeuti en viktig féormodan att snittelimination skulle rdda dven
dér. Bevisen av Gentzens resultat for predikatlogik och aritmetik genomfors med
intrikat syntaktisk manipulation av hirledningar i sekvenskalkyl, men de enskilda
stegen ar inte innehdllsligt klara. Detta Hauptsatzparadigm vidareutvecklades sedan
under trettio ar, bland annat till kalkyler med odndliga bevistridd av tysken Schiitte,
varvid naturlig deduktion inte beaktades, utan forfoll 1 teoretisk tréada.

Detta forhéllande dndrades radikalt av Dag Prawitz i doktorsavhandlingen Natural
Deduction fran 1965. Prawitz observerade att en snittfri hdrledning i sekvenskalkyl
motsvaras inom naturlig deduktion av en hérledning i normalform dér alla anvindning-
ar av eliminationsregler foregér alla anvdndningar av introduktionsregler, och att det
finns en uppséttning enkla reduktionssteg for att ta bort maximalsatser. Med en maxi-
malsats forstas hir en konklusion till en introduktionsregel som samtidigt 4r premiss 1
ett eliminationsslut. Prawitz grundldggande insikt var att sidana steg dr overflodiga och
kan systematiskt borttas genom en reduktionsforfarande som leder till en hirledning

1 normalform. Normaliseringen av hérledningar till normalform kan mycket vil jim-
foras med evalueringen av ett komplicerat rakneuttryck till ett (arabiskt) sifferviarde
med hjilp av skolaritmetikens algoritmer. Det har sagts att en bra doktorsavhandling

1 logik blir en 6vningsuppgift i féljande generationers lirobdcker, medan en exceptio-
nell avhandling blir till en definition. F4 doktorsavhandlingar uppnar denna status, men
Natural Deduction hor utan tvekan hemma 1 denna utvalda grupp. Sélunda ger Neil
Tennant och James Garson bégge i sina ldrobodcker for — nést intill — nyborjarstadiet i
logik utforliga behandlingar av bevisteoretisk normalisering.

Bevisteoretisk normalisering var okomplicerad att forsta och utvidgades snabbt till
andra logiska system, bland annat aritmetik och teorin for induktiva definitioner. Dag
Prawitz gav sjilv 1 uppsatsen Ideas and Results in Proof Theory en magistral framstéall-
ning av hur tidigare bevisteoretiska resultat inom den transformationstekniska Gent-
zenskolan kunde presenteras for naturlig deduktion pé ett tilltalande och lattillgéngligt
satt.

Efter ett knappt decennium hade Prawitz synsitt anammats av ett antal logiker, bland
andra matematikerna Per Martin-Lo6f och Anne Troelstra, samt filosofen Michael Dum-
mett. Martin-Lof gav tidigt ett avgdrande bidrag i studiet av normalisering di han over-
forde W.W. Taits computability-bevismetod for normalisering — "berdkning” — av termer
1 en “typad lambdakalkyl” till hdrledningar i naturlig deduktion. Harigenom blev det
mojligt att ge uniforma bevis av metamatematiska satser for minga system och vid det
andra skandinaviska logiksymposiet 1 Oslo 1970 presenterade Martin-L6f denna metod.

Dag Prawitz hade tidigare dven arbetat med sekvenskalkyl och gav i sin licentiatav-
handling mycket tidiga, viktiga resultat om automatisk bevisforing. Han bevisade
dven Takeutis formodan om snittelimination for andra ordningens logik med ett
synnerligen elegant modellteoretiskt argument vilket, 6verfort till naturlig deduktion,
bevisade att varje hidrledning har en normalform, men beviset ger ingen procedur for



att, sdsom var fallet vid fosta ordningens logik, nd denna normalform via systematis-
ka reduktionssteg. Vid Oslosymposiet presenterades ett arbete av J-Y Girard rorande
en analogi till Godels Dialectica-tolkning for andra ordningens system, och tekniken
som utvecklades dér visade sig Overforbar ocksa till andra ordningens logik inom
naturlig deduktion. Oberoende av varandra insdg Girard, Martin-Lo6f och Prawitz att
Girards metod for att tdimja den s kallade impredikativiteten hos hogre ordningens
lambdatermer var tillampbar dven pd andra ordningens logik. Harigenom skdrptes
det modellteoretiska beviset av Takeutis formodan till ett normaliseringsresultat.
Séval for forsta som andra ordningens logik skirpte Prawitz i sitt Oslo-arbete norma-
liseringen frén Natural Deduction till stark normalisering, det vill sdga att alla reduk-
tionsfoljder av en hirledning kan fortséttas till en och samma normalform, och defi-
nierade hérvid ett begrepp, validity, {or hdrledningar, vdsentligen en version av Tait/
Martin-Lofs computability.

Oxfordfilosofen Michael Dummett gav 1973 en forsta ansats till en filosofisk tolkning
av normaliseringsresultaten och sedan dess har studiet av Naturlig Deduktion sdsom
formulerat av Dag Prawitz fortsatts under namnet Proof-Theoretic Semantics och
under livaktig interaktion med Dummetts uppfattningar om en Theory of Meaning.
En viktig serie konferenser i Tiibingen fran 1998, med Peter Schroeder-Heister som
primus motor vid sidan av Dag Prawitz, har visentligt bidragit till att rikta uppmaérk-
samhet pa naturlig deduktion dven bland filosofer. Vid fjarde kongressen i logik,
metodologi och vetenskapsfilosofi (LMPS IV) i Bucharest 1971 inledde Prawitz ett
program rorande allmén bevisteori i1 vilket hans begrepp validity spelar en central
roll. Under de gdngna fyra artiondena har Prawitz provat olika mgjligheter, ofta med
dndringar pa centrala punkter, och teorin befinner sig fortfarande stadd i utveckling.
I detta arbete har dven ett antal yngre forskare fran Italien, Tyskland, Storbritannien,
och Frankrike tagit del, och bland filosofer dr normalisering och beslidktade resultat 1
hogsta grad ett levande forskningsomrade.

Per Martin-Lofs forsta bidrag till bevisteorin var hans normaliseringssats for teorin
for induktiva definitioner och insikten att Taits computability-metod later sig over-
foras dven till bevisteoretisk normalisering. Under hosten 1968 utvecklade William
Howard 1 Chicago en analogi mellan hirledningar 1 en viss Hilbertkalkyl och en
kombinatorisk funktionskalkyl. Per Martin-Lof insdg omedelbart att naturlig deduk-
tion gav en mycket béttre motsvarighet, i sjdlva verket en isomorfi med avseende

pa reduktionssteg i en typad lambdakalkyl, vilket gav sista pusselbiten i vad som nu
ar kdnt som the Curry-Howard isomorphism, och publicerade detta i ett arbete som
spreds i mars 1969, ett arbete som dven behandlade normalisering for en naturlig-de-
duktions-version av satslogik med formler av odndlig 1dngd. Han utvidgade dven sitt
bevis av normalisering for andra ordningens intuitionistiska logik till intuitionistisk
enkel (impredikativ) typteori. Till denna tidiga period hor ockséd Martin-Lofs formodan
rorande identitet for bevis som publicerades av Dag Prawitz 1 Oslovolymen och den-
na formodan har varit foremél for mycket diskussion sedan dess. En karaktérisering
av de bevisbart rekursiva funktionerna i andra ordningens aritmetik samt ett vackert



bevis av det sa kallade Church-Rosser-teoremet: normalformen 4r unik, 4r andra
metamatematiska resultat fran denna tid.

Sedan 1970 har Martin-Lof arbetat med att skapa en konstruktiv typteori med den
fundamentala relationen

t:A
Denna tillater ett stort antal mojliga ldsarter:
t dr en term av typ A
t ar ett element av midngden A
t dr ett bevis for propositionen A
t 4r en 16sning av uppgiften A

t dr en realisering av intentionen A
t dr ett program som moter specifikationen A

Termen konstruktiv dr tagen frdn Brouwers intuitionistiska matematik: for att bevisa
en existensutsaga maste en explicit metod anges som leder till det som i utsagan sidgs
existera. Ett indirekt bevis som antar motsatsen, d v s att inget passande objekt finns,
och hirleder en motsdgelse ur detta antagande, anses av intuitionistiska matematiker
vara for svagt och accepteras inte, likaledes som de impredikativa metoderna inom
andra ordningens logik och enkel typteori. Under anvéndning av denna konstruktiva
syn pé existens kan sanning for matematiska pastdenden A forklaras som

A 4dr sann = det finns ett bevis for A.

Ett bevis blir di en "sanngorare” for det matematiska pastaendet, som hédrigenom via
Curry-Howard kan uppfattas som en méngd av bevis.

Den forsta versionen av CTT — Constructive Type Theory — anvdande en inkonsistent
cirkulér princip

typ:typ
som visade sig leda till Girards paradox, en variant av Mirimannoffs paradox. Liamp-
liga omformuleringar och begridnsningar ledde 1972 och 1973 till tva alternativa
konsistenta presentationer av CTT och for bidgge bevisades normalisering med hjilp
av den metamatematiska computability-metoden som anvints av honom och Prawitz,
exempelvis 1 Oslo-volymen.

Fran 1975 har Martin-Lof 6vergivit det metamatematiska perspektivet och i stéllet
anvint ett formellt sprik med mening. De forsta forsoken anvinde sig av elimina-
tionsregler som meningsgrundande, men visade sig icke leda till en fungerande teori.
Frén 1978 har matematiska pastdenden forklarats i termer av hur deras bevis[-ob-
jekt] kan stillas samman ur sina delar [i analogi med Gentzens introduktionsregler]
och vid VI:e LMPS-kongressen i Hannover 1979 publicerades dessa meningsforkla-
ringar. P4 grund av den sista ldsarten for den fundamentala relationen t:A, d.v.s ’t 4r
ett program som moter specifikationen A’, visade sig CTT fungera som ett kraftfullt



programmeringssprak, och fick omedelbart ett stort inflytande. Bland annat vid Chal-
mers 1 Goteborg har dataloger utforskat typteorins mojligheter, men numera ar dess
synsitt spritt ver hela virlden, med rligen dterkommande TYPES-méten, etc. Ar
1986 utvidgades CTT med ett hogre skikt till ett s.k. logiskt ramverk och sedan dess
har spraket och meningsforklaringarna legat fast.

Lingvister har givit en konstruktiv version av s k Montague-grammatik genom att
anvinda den rikare typstrukturen hos CTT och denna har visat sig vara utomordent-
ligt fruktbar inom automatisk sprikbehandling via sd kallade ”sugaring”-algoritmer.
Vikten av CTT:s tillimpningar inom datalogi och formell lingvistik kan svérligen
Overskattas. Ett synnerligen viktigt exempel hér, 4ven inom ren matematik, utgor
homotopi-typteori och sambandet med Voevodskys univalent foundations.

Martin-Lof sjidlv har under de senaste tva drtiondena dgnat mycket arbete at filoso-
fiska konsekvenser av CTT:s synsitt, och ett antal uppsatser om dessa teman finns 1
tryck. Han 4r dock en sparsmakad skribent och ldngt mer material finns opublicerat. I
det publicerade materialet kan man sarskilja tre komponenter, dar konstruktiv typteori
intar en unik position 1 samtida filosofi:

1. dess formella sprak ar ett tolkat sprak, med en innehéllslig meningsteori, och ges
icke en metamatematisk, modell-teoretisk semantik;

2. typteorin aterinfor omdomet som jambordigt med pastdendet (“propositionen”)
inom logiken;

3. typteorins kunskapsuppfattning anvinder forsta personsperspektivet: Jag vet att
A dr sann, snarare dn det gingse tredje personsperspektivet agent M vet att A dr
sann.

I mycket sena arbeten har Marin-Lof lagt till en deontologisk niva pa vilken ett dia-
logteoretiskt perspektiv infores. Forutom den ontologiska propositionsnivén, och den
kunskapsteoretiska omddomesnivan, tillkommer nu en deontologisk dialognivé réran-
de epistemiska rattigheter och skyldigheter.

Savil Dag Prawitz som Per Martin-Lof har hedrats av det (inter)nationella forskar-
samhillet. Biagge dr ledamoter av KVA och Academia Europaea, och har sedan 1971
upprepade gdnger varit inbjudna talare pd LMPS kongresser. Martin-Lof har givit
Godelforeldsningen till Association for Symbolic Logic och Tarskiforeldsningarna vid
Berkeley-universitetet. Prawitz har erhallit Ann-Kersti och Carl-Hakon Swensons
pris for humanistisk och samhéllsvetenskaplig forskning fran Vitterhetsakademin,
medan Martin-Lof dr hedersdoktor 1 Leiden och Marseille.



