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Det finns ingen kungsvag till geometrin (Euklides)

Den rysk-amerikanske matematikern Yakov Eliashberg &r en av de ledande matematikerna i var
tid. | drygt trettio ar har han varit med att utforma och utforska ett falt inom matematiken som
kallas symplektisk geometri. Yakov Eliashberg har l6st mdnga av de viktigaste fragestéllningarna
inom féltet och hittat nya overraskande resultat. De tekniker han anvént utvecklade han vidare inom
kontaktgeometrin, en tvillingteori till den symplektiska geometrin. Bada teorierna star i nra rela-
tion till utvecklingen inom den moderna fysiken i dag.

Universum dr geometriskt. For hundra ar sedan presenterade Albert Einstein denna revolution-
erande idé i sin allmidnna relativitetsteori. I den beskrevs gravitationen inte lingre som en newtonsk
dragningskraft som verkar pa olika massor utan som en krokning av rummets och tidens geometri.
Grunden for denna geometri lades fram redan i mitten av 1800-talet av den tyske matematikern
Bernhard Riemann. Hans ambition var att utveckla geometri for att beskriva det mycket stora och
det mycket lilla. Vilket var precis vad som hinde sedan.

Men geometri dr mycket dldre dn si. Det dr en av de dldsta vetenskaperna med rotter i det gamla
Egypten och Babylonien f6r omkring 5 000 ar sedan. Sjilva ordet geometri har sitt ursprung i greki-
skans geo, som betyder jord, och metria - mita.

Mycket riktigt handlade geometrin frin borjan om praktiska behov som att mita och férdela land,
konstruera byggnader eller berikna astronomiska storheter. Den handlade om ytor, figurer och
former, om kvadrater och kuber, cirklar och sfirer. Om parallella linjer som aldrig korsar varandra
och trianglar dir summan av vinklarna ir 180 grader. Greken Euklides samlade och formulerade
all den antika geometriska kunskapen i ett verk, Elementa, och hans euklidiska geometri ir den som
fortfarande lirs ut i skolorna idag.

Geometri kan dock ta sig minga olika skepnader. Det ricker med att rita en triangel pa jordens
krokta yta for att uppticka att det méste finnas andra sorters geometrier. Till exempel i en triangel
med ett horn pa Nordpolen och tvd pa ekvatorn kan alla vinklar vara 90 grader, och summan av
vinklarna blir d 270 grader.

Bernhard Riemann undersokte inte bara krokta tvAdimensionella ytor, utan vidgade begreppen till
flerdimensionella rymder, som kallas mdngfalder, och presenterade sina upptickter i ett berémt fore-
drag i Gottingen 1854. Det var det riemannska krokta rummets geometri som blev oumbirlig fér
Albert Einstein nir han i sin allminna relativitetsteori skulle beskriva hur den tomma rymden kroks

av massor hos stjirnor, galaxer och galaxhopar.

Forutom den euklidiska och den riemannska geometrin finns ocksa en mindre kind sorts geometri
som ir annu djupare rotad i fysiken: symplektisk geometri. Riemanns geometri kan nigot forenklat
sdgas vara en utvidgning av den euklidiska geometrin till krokta rum med flera dimensioner. S&
kan dven den symplektiska geometrin beskrivas — som en kroklinjig utvidgning av den vilbekanta
cuklidiska geometrin.



Skillnader mellan Riemanns och den symplektiska geometrin 4r dock visentliga och inte dnnu helt
utforskade, trots att den symplektiska geometrin har flera hundra ir gamla rotter. Den symplektiska
geometrin anvindes forst for att studera den klassiska mekaniken, som fick sin bérjan med Isaac
Newtons rorelselagar pa 1600-talet. Darmed utgér den sjilva grunden for klassisk fysik.

Ett klassiskt mekaniskt system kan vara en planet som kretsar kring solen, en elektron som ror sig
i ett elektromagnetiskt filt, en svingande pendel eller ett dpple som faller. Under 1800-talet ledde
utvecklingen inom den klassiska fysiken till att de ofta komplicerade berikningarna med Newtons
differentialekvationer férenklades. Istillet inférdes metoder for att beskriva och forsté rorelse i

termer av symplektisk geometri. Fysik blev geometri.

Symplektisk geometri beskriver till exempel geometrin f6r rummet av ldgen och hastigheter hos ett
mekaniskt system, det sa kallade fasrummet. For ett objekt i rorelse bestims banan i varje stund av
objektets lige och hastighet, alltsa av ett par storheter. Tillsammans bestimmer de ett ytelement
som dr den symplektiska geometrins grundstrukeur. Geometrin beskriver i vilka riktningar systemet

kan utveckla sig, den beskriver rérelsen.

Kontaktstruktur.

Redan under 1800-talet visade matematiker att dessa ytelement bevaras, det vill siga den forblir
konstant med tiden, vilket har blivit ett viktigt kinnemirke f6r den symplektiska geometrin. Yt-
elementen har ocksa fatt sin kvantfysikaliska tolkning i Heisenbergs osikerhetsprincip som siger att
det inte gar att samtidigt exakt bestimma en partikels position och hastighet. D4 kan man tinka pa
en symplektisk yta som ett métt pa de sammanflitade storheterna: lige och hastighet.

Dessa tvé storheter leder till en plan, tvidimensionell geometri. Men den kan generaliseras till
geometrier i fyra, sex eller hogre jimna dimensioner, vilka har blivit intressanta studicobjekt fér
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bide matematiker och fysiker under de senaste decennierna.

Det moderna intresset for symplektisk geometri vicktes i slutet av 1970-talet av den ryska mate-
matikern Vladimir Arnold. Ar 1982 belénades han med det allra forsta Crafoordpriset i matematik.

Arnold formulerade ett antal centrala problem att hitta l6sningar till. Yakov Eliashberg horde till
dem som lit sig inspireras. Det ir inte ldtt att gora hans insatser full ritevisa i en kort text. Alltse-
dan 1980-talet har han varit en frontfigur inom filtet och har med sin banbrytande forskning bide
utvidgat och fordjupat den symplektiska geometrin och dess nirliggande omraden, nigra av dem
han sjilv utvecklade.

Till hans forsta och kanske mest 6verraskande resultat hor upptickten av att det inom den symple-
ktiska geometrin finns regioner med bade flexibla och rigida objekt och fenomen. Flexibla objekt,
som studeras av den gren inom matematiken som kallas topologi, dr sidana som inte forlorar sina
egenskaper nir de stricks ut, vrids och bojs. De rigida objekten fir diremot inte deformeras fritt om
de ska behalla sina egenskaper.

Utmaningen var bland annat att hitta de avgérande dragen hos objekten som leder till att de ér
rigida eller flexibla. Eliashberg har ging pd ging kunnat visa att grinsen mellan de tva regionerna
inte alltid 4r dir den forst verkar vara.

Holomorfa kurvor.

Till den symplektiska geometrins karaktiristiska egenskaper hor att alla symplektiska rum
i liten skala, alltsa lokalt, ser likadana ut trots att de ir olika globalt. Medan det i en vanlig
geometri gér att se de stora dragen redan nir man studerar sma fragment: om man har en boll,
sd riacker det att rita en liten triangel pa bollens yta for att uppticka att ytan dr kroke. Sa ir det
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alltsd inte i den symplektiska geometrin.

Yakov Eliashberg har identifierat de minsta byggstenarna som gér att om geometrin lokalt ser
ut pa ett visst sitt, sd medfor det att allting ser likadant ut dven i stor skala. Det innebir ocksa
att man befinner sig i den flexibla regionen. Eliashbergs flexibilitetssats siger att en rigid region
kan omvandlas till en flexibel om man infor en enda sidan liten byggsten. Exempelvis skulle

ett s stabilt och stelt bygge som Eiffeltornet tappa sin rigida form om en liten flexibel byggsten
lades in, tornet skulle bli lealést och rasa samman.

Finns det diremot ingen sidan flexibel byggsten si befinner man sig i var rigida virld dir saker
och ting behéller sin form. En sddan virld byggs upp av stringar, om man ska tro fysikens
stringteori som foérsoker att forena 1900-talets tvd mest framgéngsrika fysikteorier — kvantme-
kanik och den allminna relativitetsteorin. Stringteorin har linge haft intensivt idéutbyte med
den symplektiska geometrin nir det géller begrepp, problem och l6sningar.

Ett numera klassiskt exempel ir non-squeezing-satsen, som av Vladimir Arnold dven dopts till principen
om den symplektiska kamelen efter ett omformulerat bibelcitat: ”Det ér littare for en rik man att komma
in i himlen 4n det dr for en symplektisk kamel att passera genom ett nilsdga”.

Det var den rysk-franska matematikern och Eliashbergs kollega Mikhail Gromov som visade att den
symplektiska geometrin inte tilliter en sidan cirkuskonst; att dra en kamel igenom ett nalsoga. Skulle
det bara handlat om volymen, si kunde kamelen strickas ut i en 1ang och tunn trdd. Men det medger
inte den symplektiska geometrin, hir giller rigiditet.

Problemet I3stes med hjilp av Gromovs holomorfa kurvor, som senare kom att spela en viktig roll i
strangteorin och fysikens kvantfiltteori. De holomorfa kurvorna blev ocksa ett centralt verktyg inom
ett nytt forskningsfilt, symplektisk topologi.

Eliashberg har tagit 6ver mycket av den matematiken till kontaktgeometrin, som ir en tvillingteori
till den symplektiska, fast i udda dimensioner. Den udda dimensionen kan dstadkommas nir den
totala energin i ett mekaniskt system ir konstant (enlig principen om att energin i ett slutet system
varken kan skapas eller férstoras). Det innebir att systemet inte kan rora sig fritt i sina tva frihets-
grader och di kan man ta bort en dimension.

Om exempelvis den konstanta energin bestimmer avstindet frin mitten pa ett plan, s kommer
kontaktgeometrin att gilla pd den endimensionella cirkeln runt mitten, medan runtomkring giller
symplektisk geometri i tvd dimensioner. De bdda geometrierna ir alltsd mycket nira besliktade,
och kontaktgeometri i en eller flera udda dimensioner har varit ytterligare ett av Yakov Eliashberg
specialomriden.

I motet mellan kontaktgeometrin och den matematiska knutteorin finns sé kallade Legendre-knutar.
Det dr knutar som maste folja speciella begrinsningar dikterade av kontaktgeometrin. Med samma
slags teknik som for kamelen kunde Eliashberg visa att det inte alltid gar att transformera tva Legendre-
knutar i varandra dven om det inte finns nigra rent topologiska hinder. Knutarna ir rigida.

Det stora matematiska maskineri som Eliashberg utvecklade for studier av rigiditet ledde till ett nytt
filt — symplektisk filtteori — som i sin tur blev en killa till en mingd nya insikter, upptickeer och kopp-
lingar till andra omraden. Géng pa ging har Yakov Eliashberg hittat nya omraden och frigestillningar
som dr sirskilt intressanta att utforska. Men var grinsen gar mellan de flexibla och de rigida regionerna
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och hur den kan beskrivas med matematik ir fort-
farande en friga som vintar pa sitt svar.

Legendre-oknut.
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