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P O P U L Ä R V E T EN SK A P L I G INF O R M AT I O N 

Med säkra steg genom matematikens  
fascinerande landskap
Årets Crafoordpristagare, Jean Bourgain och Terence Tao, har löst en imponerande mängd viktiga 
matematiska problem. Deras oerhörda bredd och fenomenala kapacitet som problemlösare har gjort 
det möjligt för dem att upptäcka många nya och fruktbara samband och lämna fundamentala bidrag 
till forskningen inom flera vitt skilda grenar av matematiken. 

För många står matematiken som något färdigt och avslutat. Den lovar trygghet och oföränderlighet. Alla 
som i skolan tragglade sig igenom multiplikationstabellerna, Pythagoras sats eller algebraiska ekvationer har 
respekt för matematikens förmåga att leverera säkra svar till alla frågor. Men bakom detta tillsynes slutna 
bygge ligger ett vidsträckt matematiskt landskap öppet för utforskning. Ger man sig ut dit, som forskare gör, 
öppnas okända vidder med främmande berg, dalgångar och stigar att följa. 

Så har matematiken utvecklats och vuxit fram under tusentals år. Nya livsdugliga teorier skapas, och de redan 
existerande förenklas och byggs ut. Man söker mönster och nya samband. I själva verket överträffar omfånget 
av den matematiska forskningen under det senaste århundradet allt som tidigare gjorts. 

Ändå finns det problem som fortfarande är olösta. Några handlar om primtal, sådana som bara kan delas 
med ett eller sig själva: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, … – men, hur många är de egentligen? 
Euklides som verkade i Alexandria för 2 300 år sedan bevisade redan på sin tid att de är oändligt många. 

H A RM
O N I S K

A N A L Y S

Jean Bourgain och Terence Tao har utnyttjat och utvecklat den harmoniska analysens verktygslåda för att lämna fundamentala 
bidrag till forskningen inom flera vitt skilda grenar av matematiken.
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Men en nära besläktad fråga fortsätter att gäcka matematikerna: 
hur många primtalstvillingar finns det? Tvillingar är par av primtal 
där skillnaden mellan dem är 2. Det är paren 3 och 5; 5 och 7; 11 
och 13; 17 och 19, … osv. Är primtalstvillingarna, liksom primta-
len, oändligt många? Denna till synes oskyldiga fråga har världens 
matematiker vänt och vridit på i århundraden och ingen vet säkert. 
Svårigheten beror bland annat på att ju högre upp bland heltalen 
man kommer desto mer sällsynta är primtalen. 

Terence Tao, tillsammans med sin brittiske kollega Ben Green, löste 
ett likartat problem. Det handlar om aritmetiska talföljder, dvs. 
sådana där skillnaden mellan ett tal och dess direkta efterföljare är 
konstant. Till exempel är 5, 11, 17, 23 och 29 en aritmetisk följd av 
primtal med längd 5 där skillnaden mellan talen är 6. Green och 
Tao visade att om man vill hitta en aritmetisk följd av primtal med 
en i förväg bestämd längd så är det alltid möjligt, vilken längd på 
följden man än bestämt sig för. 

Det finns alltså godtyckligt långa aritmetiska följder av primtal, men 
däremot inget recept på hur vi kan få tag i dem. Att hitta en aritme-
tisk följd av, säg, 100 primtal är i nuläget bortom vår förmåga, trots 
att Green och Tao visat att sådana följder säkert existerar. Den för 
närvarande längsta kända aritmetiska primtalsföljden har längd 26. 
Det är en följd av 26 primtal som börjar med 43 142 746 595 714 191 
och där skillnaden mellan successiva tal är 5 283 234 035 979 900. 

De flesta av Jean Bourgains och Terence Taos mest fundamentala resultat har sin huvudsakliga bety-
delse inom en gren av matematiken kallad matematisk analys. Både Isaac Newton och Gottfried Wilhelm 
von Leibniz gjorde anspråk på att ha kommit på grundidéerna för matematisk analys i slutet på 1600-talet. 

Analysen sysslar med funktioner, och funktioner beskriver samband. En funktion kan sägas vara en regel 
som parar ihop tal på ett visst sätt. Ett exempel på en funktion är att ta kvadraten på ett tal. Den funktio-
nen parar ihop 2 med 4, 3 med 9, 7 med 49, och så vidare. Vissa funk-
tioner kan ritas upp och analysen beskriver då dess form. Den säger hur 
funktionen varierar – växlar den snabbt eller långsamt, vänder uppåt 
eller neråt, var har den sitt högsta eller lägsta värde? 

Newton använde analysen till att studera mekanik och astronomi. 
Under de senaste tre århundradena har den matematiska analysen 
genomsyrat fysikens och alla de andra naturvetenskapernas språk. 
Inte bara för att göra beräkningar och tolka ekvationerna, vilket är vad 
många naturvetare och ingenjörer sysslar med, utan också för att få oss 
att begripa verklighetens djupaste natur. 

Ett epokgörande steg i utvecklingen av analysen togs av fransman-
nen Jean-Baptiste Joseph Fourier för nästan 200 år sedan. Han visade 
att i princip alla funktioner är överlagringar av enklare funktioner. Så 
kan till exempel en ton från en fiolsträng skrivas som en summa av en 
grundton och flera övertoner där frekvenserna är multipler av grundto-
nens frekvens. Harmonisk analys var född.

Den för närvarande längsta kända aritmetiska 
primtalsföljden består av 26 primtal där skill-
naden mellan successiva tal är 5 283 234 035 
979 900.

En harmonisk ton från en violinsträng 
kan skrivas som summan av en grundton 
och flera övertoner.
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Den blev ett nyckelverktyg för att lösa differentialekvationer, den matematiska analysens kärna, och sådana 
ekvationer är ett nyckelverktyg för all ingenjörskonst, fysik och andra delar av den moderna vetenskapen. Det 
finns knappt någon gräns för tillämpningarna av denna del av matematiken som är under ständig utveckling. 

Med Jean Bourgains och Terence Taos grundläggande insatser kan även en del av de svåraste, ickelinjära, 
ekvationerna numera studeras framgångsrikt. De beskriver verklighetens mer röriga skeenden, som turbu-
lenta strömmar, tsunamivågor och kaos. Vem vet vad ekvationerna kan användas till i framtiden? 

Utmärkande för matematiken är att stora framsteg länge kan ligga dolda för världen, begripliga bara för en 
handfull invigda. Så var det till exempel med Bernhard Riemanns geometri som först efter flera årtionden 
fick sin tillämpning i fysiken och blev grunden för Albert Einsteins allmänna relativitetsteori.

Till och med inom matematiken kan specialområden ligga dolda för andra matematikers ögon. Därför har, 
inom i den moderna matematiska forskningen, dialog och kommunikation med andra matematiker mer 
och mer blivit en nyckel till framsteg. Jean Bourgain och Terence Tao har själva och tillsammans med andra 
gjort förbluffande insatser i många delar av matematiken. De utnyttjar och utvecklar den harmoniska ana-
lysens verktygslåda på ett nydanande och överraskande sätt, vilket har väckt stor uppmärksamhet bland 
forskare världen över. 

Harmonisk analys, med sin förmåga att hitta dolda mönster, har visat sig ytterst användbar även för forsk-
ning kring primtalen. Att hitta dem är som att hitta musiken i en mycket brusig inspelning. Primtalen, som 
ser ut att förekomma helt slumpmässigt bland alla heltal, kan på sätt och vis tolkas som enbart brus. 

Länge betraktades fascinationen över dolda mönster hos primtalen som en konst för sin egen skull. Numera 
bygger våra krypteringsmetoder för dataöverföring just på svårigheten att hantera mycket stora primtal. 

Ett annat oumbärligt verktyg för modern kryptografi, och för flera andra delar av datalogin, är förmågan 
att få fram slump av hög kvalitet. Rätt bra slump kan till exempel fås från brus i en dators mikrofon eller 
bilder på fallande löv i en webbkamera. Genom att använda metoder från harmonisk analys har Jean Bour-
gain visat hur man från två hyggliga och oberoende slumpkällor kan skapa en nästan perfekt slumpserie.

En fråga som både Jean Bourgain och Terence Tao har tagit sig an, tillsammans och var för sig ihop med 
andra, är det så kallade Kakeyaproblemet. Japanen Soichi Kakeya ställde 1917 en fråga, som kan tyckas vara 

ytvågor

undervattensströmmar

område med 
motström

monstervågen saktar 
ned och växer på grund
av motströmmar

vågor planar ut

vågor fyller på

Båda pristagarna bidrog till att även en del av de svåraste, ickelinjära, ekvationerna numera kan studeras framgångsrikt. De beskri-
ver verklighetens mer röriga skeenden, som turbulenta strömmar, tsunamivågor och kaos.
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ganska märklig: Vilken är den minsta yta på vilken man kan vända runt en nål? Det kan sägas handla om 
att göra en u-sväng med en bil på minsta yta, förutsatt att bilen är tunn som en nål. Tio år senare, 1927, kom 
ett överraskande svar – det går att rotera en nål på hur liten yta som helst. 

Därmed var den ursprungliga frågan, som gällde två dimensioner (en yta), besvarad. Men i flera dimen-
sioner har frågan i en annan variant levt vidare. Detta Kakeyaproblem har visat sig ha fundamental inom-
matematisk betydelse, och har blivit en utmaning för båda pristagarna. För hur udda det ursprungliga 
Kakeya-nålproblemet än ter sig, så ligger försöken att lösa det högredimensionella Kakeyaproblemet bakom 
en allt livligare matematisk utveckling under de senaste tre årtiondena. Själva lösningen finns inte än, men 
kanske mer intressant är de många tillvägagångssätten att besvara den. Kakeyaproblemet har till exempel 
djupa samband med problem inom harmonisk analys och frågeställningar om hela tal. Att kunna byta per-
spektiv och betrakta problemet från nya synvinklar har lett till många överraskande insikter. 

På så sätt lyckades Jean Bourgain och Terence Tao öppna nya vägar in i matematikens fascinerande land-
skap. Än en gång har matematiken uppvisat samhörighet mellan sina olika grenar. Att metoder som 
används inom ett av matematikens områden blir nycklar till att lösa problem inom helt andra och tillsynes 
obesläktade områden visar på matematikens underliggande enhet.

LÄNKAR OCH LÄSTIPS
Mer information om årets pris finns på Kungl. Vetenskapsakademiens webbplats, http://kva.se/crafo-
ordpriset, och på www.crafoordprize.se
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